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Resumen

La demostracién es reconocida como una actividad que juega un rol central en las matematicas y
en su ensefianza y aprendizaje en todos los niveles educativos, aunque a distinta profundidad. No
obstante, llevar a cabo actividades relacionadas con la demostracion en el aula ain resulta
desafiante y requiere que los profesores tengan una comprension profunda de la naturaleza y el rol
de la demostracion. En este documento, se muestran los resultados de un estudio de casos
instrumental sobre el conocimiento de la demostracion y sus diferentes roles en un profesor de
matematicas de secundaria y otro universitario. Este conocimiento es analizado como un
conocimiento especializado del profesor de matematicas y los resultados obtenidos permiten
ampliar nuestra comprension de los diferentes roles que se le asocian a la demostracion durante la
ensefianza de las matematicas.

Palabras claves: demostracién, conocimiento del profesor de matematicas, rol de la demostracion,
ensefianza de las matematicas.

Abstract

Proof is acknowledged as an activity that play a main role in mathematics and mathematics
teaching and learning in all the educational levels, although at different deep level. However,
developing activities related to proof in class is still a challenge and require that teachers have a
deep understanding of the nature and role of proof. In this document, the results of an instrumental
case study about the knowledge of proof and its different roles in a mathematics secondary teacher
and a mathematics lecturer are presented. This knowledge is analyzed as a mathematics teacher’s
specialized knowledge and the obtained results allow us to broaden in our understanding about the
different roles associated to proof in mathematics teaching.

Keywords: proof, mathematics’ teacher knowledge, role of proof, mathematics teaching.
INTRODUCCION

Una de las caracteristicas que distingue a las matematicas de otras disciplinas cientificas es una
forma particular de conocer por qué una afirmacion es cierta (Dawkins y Weber, 2017). En este
sentido, la demostracién es reconocida como una herramienta de prueba en matematicas que juega
un rol central en la creacion, el establecimiento y la comunicacién de conocimiento matematico.
Siguiendo esta idea, la demostracion también se considera importante en la ensefianza y el
aprendizaje de las matematicas en todos los niveles educativos. Por ejemplo, Zaslavsky, Nickerson,
Stylianides, Kidron y Winicki-Landman (2012) sefialan que las demostraciones conllevan un
amplio entendimiento de los conceptos matematicos y tienen el potencial de contribuir a que los
estudiantes desarrollen estrategias, métodos y herramientas para la resolucién de problemas. Sin
embargo, investigaciones desarrolladas con profesores en servicio y futuros profesores de
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secundaria muestran que llevar a cabo actividades relacionadas con la demostracion en el aula
resulta desafiante (e.g., Stylianides, Stylianides y Shilling-Traina, 2013). En cuanto al aprendizaje
de la demostracion, los estudios reportan que tanto estudiantes de secundaria como universitarios
tienen dificultades para construir sus propias demostraciones y comprender las demostraciones
realizadas por otros (e.g., Knuth, Choppin y Bieda, 2009; Selden y Selden, 2003). En consonancia
con lo anterior, Stylianides, Stylianides y Weber (2017) sefialan que la demostracion sigue siendo
dificil de aprender y dificil de ensefiar, por lo cual es necesario continuar desarrollando
investigaciones sobre el tema.

Por otra parte, Shulman (1986) resalta que el profesor debe conocer las formas en que se establece
la validez en la disciplina que ensefia. En este sentido, Ball y Bass (2009) sefialan la demostracion
como una préctica matematica clave en el conocimiento del profesor, lo cual coincide con la
propuesta de Carrillo et al. (2018), quienes consideran el conocimiento del profesor que subyace a
distintas practicas matematicas, como la demostracién, como parte de su conocimiento
especializado. Adicionalmente, Knuth (2002) afirma que la ensefianza de la demostracion requiere
que los profesores tengan una comprension profunda de la naturaleza y el rol de la misma. Lesseig
(2016) agrega que en el conocimiento del profesor para ensefiar la demostracion se entrelaza su
conocimiento de métodos para representar, explicar y conectar las ideas de la demostracion y su
conocimiento de uso de ejemplos y contraejemplos para poner en evidencia justificaciones.

Considerando lo anterior, esta investigacion busca avanzar en la comprension del conocimiento del
profesor de matematicas sobre la demostracion y los roles que se le atribuyen durante la ensefianza.
En este sentido, nos proponemos describir el conocimiento sobre la demostracion, desde el punto de
vista matematico y didactico, que manifiesta un profesor de matematicas de secundaria cuando
ensefia la inyectividad y un profesor de matematicas universitario cuando ensefia los nimeros
reales.

FUNDAMENTOS TEORICOS

De acuerdo al propésito de este reporte, resulta necesario contar con una herramienta de analisis
para el conocimiento del profesor que permita estudiar en profundidad los aspectos matematicos de
la demostracién, asi como aspectos que vinculan la demostracion con la ensefianza de las
matematicas, posibilitando identificar tipos de conocimientos y relaciones entre ellos. De las
diferentes conceptualizaciones para el conocimiento del profesor de matematicas que se reportan en
la literatura de investigacion y que consideran el conocimiento sobre la demostracion, sus distintos
métodos y roles como elemento importante del mismo, este trabajo opta por el modelo del
conocimiento especializado del profesor de matematicas, MTSK (por su sigla del inglés
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge), desarrollado por Carrillo et al. (2018).

El MTSK se presenta como un modelo analitico para estudiar el conocimiento que usa, posee 0
manifiesta el profesor de matematicas, otorgando un lugar fundamental a la matematica sin
disociarla de su proceso de ensefianza-aprendizaje. Este modelo distingue dos dominios de
conocimiento: uno matematico y otro didactico del contenido. A su vez estos dominios estan
divididos en subdominios y categorias cuya integracion conforma un conocimiento que solo tiene
sentido para el profesor de matematicas (Espinoza-Vasquez, Verdugo-Hernandez, Zakaryan,
Carrillo y Montoya-Delgadillo, 2016). Ademas, se incluye como parte del modelo un dominio sobre
las creencias del profesor acerca de las matematicas, su ensefianza y su aprendizaje.

El dominio del conocimiento matematico en el MTSK tiene una organizacion interna de la
matematica: temas, conexiones entre ellos y formas de hacer o crear conocimiento matematico. En
cuanto al conocimiento didactico del contenido, este es un tipo especifico de conocimiento donde el
contenido matematico determina como se lleva a cabo la ensefianza y el aprendizaje, por tanto, en
este dominio se considera el conocimiento del profesor de los fendbmenos que se producen cuando
un estudiante aprehende el contenido matematico, asi como su conocimiento de los fenémenos que
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surgen durante la ensefianza de un contenido matematico. Adicionalmente, el conocimiento
didactico del contenido también incluye aquello que esta estipulado que aprendan los estudiantes en
un curso o nivel educativo dado.

Debido al enfoque de este estudio, a continuacion exponemos con mas detalle dos subdominios del
modelo MTSK: el conocimiento de la préactica matemaética, que es parte del conocimiento
matematico, y el conocimiento de la ensefianza de las matematicas, que es parte del conocimiento
didactico del contenido; esto sin desconocer que, en la practica, el conocimiento del profesor de
matematicas no se presenta de manera aislada o por dominios, sino de manera integrada como una
red compleja.

En el conocimiento de la préactica matematica (KPM), se agrupa el conocimiento del profesor sobre
coémo se construyen las matematicas y cuales son los distintos tipos de razonamientos y estrategias
de las que se sirve la disciplina para generar nuevos saberes (Oliveros, Pascual, Codes y Martin,
2018). Se considera importante que el profesor no sélo conozca los resultados matematicos
establecidos como definiciones, teoremas o proposiciones, sino las formas de proceder en
matematicas para llegar a dichos resultados. El conocimiento de qué constituye una demostracion,
cémo se utilizan los principales métodos de demostracion y cuéles son los distintos roles de la
demostracién hace parte del KPM (Delgado-Rebolledo y Zakaryan, 2018). Cuando nos referimos a
la demostracidn en este trabajo, incluimos todas las actividades involucradas en la construccion y
comunicacion de una demostracion, asi como la comprensién de las demostraciones realizadas por
otros. Adicionalmente, la demostracién tiene un conjunto de roles dentro la matematica que estan
presentes de forma similar en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. De Villiers (1990)
describe los roles de verificacion relacionado con la verdad de una afirmacion; explicacion
profundizando en por qué una afirmacion es cierta; sistematizacion u organizacion de resultados
dentro de un sistema axiomatico; descubrimiento o creacion de nuevos resultados; y comunicacion
de resultados mateméticos. Otros conocimientos incluidos en el subdominio KPM son el
conocimiento del profesor de estrategias heuristicas de resolucion de problemas, su conocimiento
del papel de los simbolos en la comunicacion de ideas matematicas y su conocimiento de cdmo se
construye una definicién. El KPM se describe en base a sus indicadores ya que su categorizacion es,
hasta ahora, un objeto de estudio dentro del modelo MTSK (Carrillo et al., 2018).

Por su parte, el conocimiento de la ensefianza de las matematicas (KMT) incluye el conocimiento
de la ensefianza que esta condicionado por la matemaética, es decir, no se trata de conocimiento de la
ensefianza por una parte y conocimiento de la matematica por otro, sino de la ensefianza especifica
de la matematica. Este subdominio incluye tres categorias: el conocimiento sobre teorias personales
que un profesor puede construir en base a la reflexién sobre su practica de aula o teorias
institucionales de ensefianza derivadas de la investigacion en educacion matematica; el
conocimiento sobre los recursos materiales o virtuales para la ensefianza y sus caracteristicas,
potencialidades, beneficios o limitaciones; y el conocimiento de estrategias, técnicas, tareas y
ejemplos como elementos pertenecientes a la intencionalidad de ensefianza, lo cual incluye el
conocimiento de metéforas, analogias y ejemplos que los profesores consideran Utiles para explicar
un contenido matematico. Por ejemplo, el conocimiento del profesor sobre las potencialidades y
limitaciones que presenta la analogia entre una funcion y una maquina en la ensefianza del concepto
de funcion (Espinoza-Vasquez, Zakaryan y Carrillo, 2018) se incluye en el KMT.

ASPECTOS METODOLOGICOS

Desde un paradigma interpretativo y una metodologia cualitativa hemos llevado a cabo un estudio
de casos de tipo instrumental (Stake, 1995). Los casos son dos profesores de matematicas, que
Ilamaremos Arturo y Diego, los cuales fueron seleccionados considerando las caracteristicas de
profesores expertos sintetizadas por Rojas, Carrillo y Flores (2012). Arturo ensefia en secundaria,
posee 12 afios de experiencia docente en este nivel y tiene los grados de licenciado en educacion y
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magister en matematicas. Ademas, realiza docencia a nivel universitario en los primeros cursos de
matematicas. Por su parte, Diego es doctor en matematicas y combina la docencia universitaria con
actividades de investigacion. Diego ha ensefiado en el nivel universitario por méas de 20 afos,
mostrando interés por analizar su practica de ensefianza y comprender las dificultades de los
estudiantes.

Los datos de esta investigacion estan ligados a dos tesis doctorales en curso basadas en el modelo
MTSK y que abordan el conocimiento del profesor de matematicas de secundaria y el conocimiento
del profesor de matematicas universitario. Para el presente reporte, nos enfocamos en las sesiones
de clases que Arturo destin0 a la ensefianza de la inyectividad de una funcion en el curso de primer
afio medio (14-15 afios) y las que Diego dedicé a la ensefianza de los nameros reales y sus
propiedades como parte de un curso de analisis real en la universidad. Estas sesiones de clases
fueron observadas, grabadas en video y posteriormente transcritas incluyendo algunas imagenes de
lo escrito por los profesores en la pizarra.

Para el tratamiento de la informacion se desarroll6 un analisis de contenido en el que cada sesién de
clase (de una duracién promedio de 90 minutos) fue organizada en episodios de acuerdo con los
objetivos de los profesores que se identificaron durante la sesion. Por ejemplo, establecemos como
un episodio el momento de la clase desde que el profesor inicia la presentacion de una defincion,
ejemplo o ejercicio hasta que finaliza esta actividad. En cada episodio, hemos escogido como
unidades de analisis las intervenciones de los profesores y las interacciones entre el profesor y sus
estudiantes que daban cuenta de un conocimiento matematico perteneciente al KPM o un
conocimiento didactico como parte del KMT, de acuerdo con los indicadores y las categorias de
estos subdominios propuestas en el modelo MTSK. En particular, consideramos para este reporte
aquellos episodios ricos en intervenciones donde los profesores manifestaban su conocimiento
sobre la construccion de demostraciones y los roles de la demostracion (KPM), asi como su
conocimiento de la ensefianza en relacion con la demostracion (KMT).

Por otra parte, las unidades de analisis seleccionadas fueron identificadas como indicios o
evidencias de conocimiento, siendo una evidencia una intervencion en la cual es posible afirmar la
presencia del conocimiento del profesor, mientras que un indicio es la sospecha de la presencia de
algun conocimiento, pero es necesario obtener informacion adicional para su confirmacion (Moriel-
Junior y Carrillo, 2014). Aungue en los resultados solo se presentan evidencias de conocimiento —
tanto las inicialmente identificadas como aquellas confirmadas después de indagar en mayor detalle
en los indicios mediante entrevista con los profesores— el establecimiento de diferencias entre estos
dos tipos de unidades de analisis se desarroll6 con el propdsito de refinar nuestras interpretaciones
sobre el conocimiento de los profesores.

Para el analisis de las intervenciones hemos utilizado las categorias que el modelo MTSK propone
para el subdominio del conocimiento de la ensefianza de las matematicas y los indicadores que
actualmente posee el subdominio del conocimiento de la practica matematica, que no posee un
sistema de categorias.

A modo de ejemplo, presentamos un extracto de clase donde las expresiones del profesor (en este
caso Diego) que se destacan con negrita son aquellas que interpretamos como su conocimiento del
rol de verificacion de la demostracion.

Diego:  Por ahora conocemos un numero irracional, ¢cudl es?
Estud.: Raiz de dos.

Diego: Yo sé que raiz de 2 no pertenece a los niumeros racionales. Eso lo probamos, es un
namero real, existe y no es racional. Si yo ahora divido ese nimero por un entero m, ¢raiz de
dos dividido m va a seguir siendo irracional o no? Lo que estoy diciendo es, este no es

racional [sefiala V2], pero este [sefiala v/2/m] ¢tampoco es racional?
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La presencia de algunas ideas clave como probar la existencia de cierto tipo de numero y la
organizacion de las ideas en el discurso del profesor respecto a la seleccion de ejemplos potentes
para la ensefianza permiten identificar estas intervenciones como informacion asociada al
conocimiento especializado del profesor de matematicas.

Sumado a lo anterior, se realizaron entrevistas semiestructuradas a cada profesor, las cuales fueron
grabadas y luego transcritas reproduciendo con detalle el discurso de los profesores. Las preguntas
de la entrevista se disefiaron con el objetivo de que los profesores reflexionaran sobre algunas de
sus expresiones 0 actuaciones en clase, razén por la cual estaban basadas en las evidencias e
indicios de conocimiento antes identificados. Cada respuesta a una pregunta fue considerada como
un episodio de forma que las entrevistas fueron analizadas de la misma manera que las sesiones de
clase y nos permitieron profundizar en el conocimiento de los profesores. Los episodios de clase y
de las entrevistas fueron analizados por tres expertos en el modelo MTSK, logrando coincidencias
en los hallazgos para los fragmentos aqui expuestos y en las confirmaciones realizadas mediante las
entrevistas a los profesores.

RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccion se presentan evidencias del conocimiento de los profesores sobre la demostracion y
sus roles en la ensefianza de las matematicas. En el caso de Arturo, exponemos un episodio de
clases donde el profesor discute con sus estudiantes sobre la inyectividad de una funcion,
acompafado de fragmentos de la entrevista donde Arturo reflexiona sobre las caracteristicas de la
demostracién. En el caso de Diego, exponemos episodios de una sesion de clases donde Diego
discute con sus estudiantes la demostracion de algunas propiedades de los nimeros reales, lo
anterior complementado con fragmentos de la entrevista en los cuales Diego manifiesta su
conocimiento de distintos roles de la demostracion.

El caso de Arturo

Durante la ensefianza de la funcion, Arturo presenta a sus estudiantes la inyectividad de la funcion
mediante la siguiente definicion:

Arturo:  Una funcién f se llama inyectiva si y solo si cumple con las condiciones que yo voy a nombrar
ahora [La Figura 1 muestra la produccion escrita por Arturo en la pizarra durante el episodio].

Figura 1. Produccion escrita por Arturo en la pizarra a lo largo del episodio

Estamos diciendo que una funcién se llama inyectiva si y solo si. ¢Por qué se dice si y solo si?
Porque esto que estd aqui [indica a la definicion] dice: "f es inyectiva, entonces tendré que
pasar esto", si pasa eso, puedo decir también que es inyectiva. Si y solo si significa que lo que
yo estoy diciendo puede ocurrir en ambas direcciones.

En esta intervencion se puede observar el conocimiento de Arturo de la propiedad de inyectividad
de la funcion, asi como su conocimiento acerca del papel de los simbolos en la comunicacién de
ideas matematicas (KPM). Particularmente, se observa su conocimiento sobre la equivalencia como
una relacion bidireccional. Por otra parte, la forma en que el profesor escribe la propiedad y se
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refiere a ella da cuenta de la identificacion de una estructura l6gica de la misma, que guia la
demostracién de cuando una funcion es o no inyectiva.

Arturo:  ¢Qué pasa si pongo una funcién que no les dé su grafico o su diagrama? Sino que dé la
funcion en su forma algebraica. (Coémo sé, algebraicamente, que la funcion es inyectiva?
¢Como lo voy a probar? La base va a estar en esto que esta aqui [apunta a la definicion]. Esto
que voy a hacer tiene los siguientes fundamentos. Aqui, detras de esto [apunta a la definicion]
esta la l6gica matematica. Aqui significa que tengo una proposicion que implica a otra y una
implicacién, les voy a contar... puede ser verdadera o puede ser falsa. Lo que nos interesa es
que eso sea verdadero, porque queremos ver cuando esto es realmente una funcion inyectiva.
¢Cuéndo esto va a ser verdadero?, esto de aqui [f(x)=f(y)] podria ser verdadero o falso. Para
poder demostrarlo, y hacerlo un poco mas simple, nosotros nos vamos a quedar con la idea de
que si asumimos esto [f(x)=f(y)] como verdadero, entonces tendriamos que llegar a probar que
esto [x=y] también se cumple o fuese verdadero. Esa es la idea, como resumen, de lo que
vamos a hacer, si no tendria que estar explicando los valores de verdad del "p implica g". Esto
es una proposicion y esta es otra, por eso una proposicion implica a la otra, por eso dije p
implica q.

En este extracto se confirma que Arturo conoce la estructura l6gica de la inyectividad y qué caso es
el que debe probar. Ademas, Arturo presenta esta forma de mostrar la inyectividad como un método
general para probar la inyectividad de las funciones representadas algebraicamente. Todo esto da
cuenta de su KPM respecto a la construccion de demostraciones y al rol de verificacion de la
demostracion (de Villiers, 1990).

Por otro lado, el conocimiento de la estructura légica y el caso que destaca para demostrar —asumir
f(x)=f(y) como verdadero— le permiten a Arturo disefiar su estrategia de ensefianza para la
inyectividad de la funcion al destacar ciertos componentes de la propiedad y seleccionar los
ejemplos iniciales que sean pertinentes para sus estudiantes (KMT). Las demostraciones de
inyectividad para funciones representadas mediante diagramas sagitales se afiaden a esta estrategia
de ensefianza y revelan la progresién en estas demostraciones que Arturo espera logren sus
estudiantes. En este sentido se observa el cardcter de ensefianza que Arturo atribuye a la
demostracién en su rol de comunicacién de ideas matematicas (de Villiers, 1990).

Por otro lado, se observa que Arturo reconoce los cuantificadores involucrados en la inyectividad y
su importancia para comunicacion de esta propiedad, ademas de incidir en la forma en que la
demostracién se estructura. En la entrevista se le pregunta a Arturo por este reconocimiento, a lo
que responde:

Arturo:  Matematicamente, en esa proposicion hay un cuantificador y una implicacion. Como es un par
(x, y) cualquiera, si yo uso otro par, va a pasar exactamente lo mismo, porque con cualquier
par de elementos que yo me tome del dominio, por las caracteristicas de la funcién, vamos a
tener las mismas consecuencias.

El cuantificador universal es comprendido por Arturo como el componente de la inyectividad que
permite la eleccion arbitraria de pre imagenes distintas que producen imagenes distintas en una
funcidn inyectiva. En este sentido, cuando se le cuestiona al profesor quée sucede si se toma un par
fijo, por ejemplo (1,2), Arturo expresa lo siguiente:

Arturo: Lo que va a pasar es que puede ser que sea verdadera f(1) igual a f(2) o que sea falsa. Ahi
entra a jugar la implicacion. Si es falsa [f(1) igual a f(2)], la implicacion siempre va a ser
verdadera, entonces ya esté listo, esta probado. Si es verdadera, hay que probar que 1=2. Ahi
ya estas tomando un caso particular. Estarias ejemplificando y no demostrando. No puedes
demostrar, a menos que utilices un contragjemplo, ahi utilizas algo numérico, pero si quieres
demostrarlo, no te sirven los nimeros.

De acuerdo con los fragmentos de la entrevista expuestos, Arturo conoce el rol del cuantificador y
de la implicacion en la expresion de la inyectividad, de este modo, se identifica su conocimiento del
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significado y uso de los simbolos en la comunicacion de ideas mateméticas como parte de su KPM.
Ademas, Arturo conoce los valores de verdad de las proposiciones involucradas en la propiedad, asi
como el carécter general que debe tener una demostracion, comparandola con la ejemplificacion y
la contraejemplificacion como técnicas —incorrectas o correctas, respectivamente— para construir
una demostracion. Lo anterior permite observar su conocimiento sobre como se debe proceder para
desarrollar demostraciones, parte de su KPM.

El caso de Diego

En sesiones de clases anteriores a la analizada en este reporte, también dedicadas a los niumeros
reales, Diego habia expuesto contenidos como el axioma de completitud, la caracterizacion del
supremo y la propiedad arquimediana de los numeros reales. ElI profesor también desarrolld
demostraciones para la irracionalidad de raiz de dos y la no numerabilidad de los numeros reales.
En el siguiente extracto de clase, Diego esta discutiendo con los estudiantes sobre la irracionalidad
de un numero y su pertenencia al intervalo [0,1] sobre el cuél estan desarrollando una demostracion:

Diego:  Por ahora conocemos un namero irracional, ;cuél es?
Estud: Raiz de dos.

Diego: Yo sé que raiz de 2 no pertenece a los nimeros racionales. Eso lo probamos, es un nidmero
real, existe y no es racional. Si yo ahora divido ese nUmero por un entero m, ;raiz de dos
dividido m va a seguir siendo irracional o no? Lo que estoy diciendo es, este no es racional

[sefiala v/2], pero este [sefiala v2/m] ctampoco es racional?

De acuerdo al episodio anterior, Diego utiliza el nimero raiz de dos para construir el nimero raiz de
dos dividido m, dando cuenta de su conocimiento de como construir un elemento para desarrollar
un argumento en una demostracion, este conocimiento del profesor sobre la construccion de
demostraciones hace parte de su KPM. A su vez, Diego considera que haber desarrollado en una
clase anterior la demostracion de que raiz de dos es un namero irracional da la certeza a los
estudiantes de que esta afirmacion es cierta. En este sentido, el profesor da cuenta de su
conocimiento del rol de verificacion de la demostracion (De Villiers, 1990), en particular con un
significado de conviccion. Este conocimiento, parte del KPM del profesor, también se observa en el
siguiente extracto de un episodio de clases cuando al finalizar la demostracion de que los nimeros
racionales e irracionales son densos en los numeros reales, el profesor hace el siguiente comentario:

Diego:  Ahora le pueden decir a sus alumnos con propiedad que entre dos nimeros racionales siempre
hay un namero irracional.

En relacion con lo anterior, a pesar de reconocer a la demostracion como un medio para verificar,
en la entrevista, Diego reflexiona si las demostraciones desarrolladas en sus clases efectivamente
cumplen con este rol de convencer a los estudiantes:

Diego:  Por ejemplo, los estudiantes no ven, aunque tU lo demuestres, que los reales no son
numerables..., ellos pueden seguir la demostracién, darse cuenta de que hay una contradiccion,
pero a pesar de eso, siguen pensando que los reales se pueden poner en correspondencia con
los racionales, ahi hay una situacién extrafia.

Esta “situacion extrana” expuesta por Diego muestra que un argumento deductivo no es suficiente
para convencer a los estudiantes de la verdad de una generalizacion sobre un conjunto infinito. Asi,
aunque la verificacion es uno de los roles que mayormente atribuyen los profesores a la
demostracién (Knuth, 2002), hay cierto consenso entre los investigadores en educacion matematica
que en la ensefianza se deben considerar otros roles de la demostracion (Hanna, 2018). Diego
muestra comprender esta importancia de presentar demostraciones con un proposito distinto a la
verificacion cuando en la entrevista profundiza las declaraciones anteriores sefialando que:
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Diego:  Especialmente en este curso, tengo cuidado de mostrar a los estudiantes que hay un montén de
cosas que sus profesores les ensefiaron y ellos las aprendieron como loritos: entre dos
racionales hay un irracional, z es irracional, e es irracional, pero ¢por qué? ¢Cuél es la
demostracion de que = es irracional? Claro porque ellos tienen un montdn de conocimientos
gue se muestran como verdades establecidas, entonces en algin minuto hay que ver que detras
hay un argumento.

En el fragmento antes expuesto, cuando el profesor afirma “pero ¢por qué? ¢Cual es la
demostracién de que m es irracional?” manifiesta que la demostracion también puede ser utilizada
para exponer las razones por las cuales una proposicion es cierta. Asi, como parte de su KPM,
Diego conoce el rol de explicacion de la demostracion (de Villiers, 1990), pero ademas le asocia un
caracter didactico pues el profesor considera que al desarrollar la demostracién de algunas
proposiciones sobre nimeros reales se amplia la comprension superficial que los estudiantes habian
adquirido de las mismas al aprenderlas “como loritos”. Se observa entonces que Diego se apoya en
el rol de explicacion de la demostracion para estructurar su estrategia de ensefianza de las
propiedades de los numeros reales, como parte de su KMT.

La estrategia de ensefianza antes expuesta también se extiende al abordaje de otros contenidos del
curso de analisis real, como lo expresa Diego en el siguiente fragmento de la entrevista:

Diego: El curso de anélisis es un curso donde se quiere que se entiendan los conceptos, coémo
funcionan, cuales son los teoremas y los resultados principales en ese campo. Entonces los
teoremas importantes los hago con detalle y no importa lo que gaste en tiempo poniendo las
hipétesis, mostrando los argumentos, la dificultad [en la construccidn] de algunos argumentos
y la novedad de otros.

De acuerdo con lo anterior, cuando Diego pone énfasis en las hipdtesis y los argumentos de las
demostraciones de los teoremas que €l ha seleccionado como importantes en el curso, da cuenta de
la importancia que el profesor le atribuye al desarrollo de demostraciones en clase y a profundizar
el porqué de la certeza de una proposicion. En esta linea, Hanna (2018) sefiala que el rol de
explicacion de la demostracion esta relacionado con el objetivo de ensefiar demostraciones para
fomentar una mayor comprension de los conceptos o proposiciones y del contexto matematico mas
amplio en que estos elementos estén incluidos. La idea anterior esta reflejada en la estrategia de
ensefianza de Diego, como parte de su KMT.

CONCLUSIONES

Aunque existen diferencias entre la educacidén secundaria y la educacion superior, tanto en los
contenidos que se abordan como en la forma en que estos son ensefiados, los resultados obtenidos
en esta investigacion dan cuenta, por una parte, de la adecuacion del modelo MTSK para el estudio
del conocimiento del profesor de matematicas en diferentes niveles educativos y, por otra parte, de
elementos comunes en las dos practicas analizadas. En particular, respecto a lo primero, la
conceptualizacion del conocimiento matematico que presenta el modelo incluyendo el subdominio
KPM permitié que en este trabajo profundizaramos en el conocimiento de los profesores sobre la
demostracion, sobre la Idgica proposicional y el significado y uso de los simbolos en la
comunicacion de ideas matematicas, elementos que en ocasiones no se explicitan cuando se estudia
el conocimiento del profesor de matematicas. En linea con lo anterior, la construccion de
demostraciones, su rol de verificacion y su rol de explicacion son presentados como nuevos
indicadores para el KPM, que contribuyen a la delimitacion de este subdominio.

Por otra parte, aunque el propdsito del estudio no fue comparar el conocimiento de los profesores,
sino ampliar nuestra comprension respecto al conocimiento de ellos sobre la demostracion como
conocimiento matematico y de la ensefianza de las matematicas, resultd interesante observar que en
ambos casos estudiados existen coincidencias y diferencias respecto al rol asignado a la
demostracién en la ensefianza de conceptos matematicos. Por un lado, como elemento comun, el
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conocimiento de ambos profesores sobre la demostracion les permite adaptar su discurso
argumentativo al contexto escolar en el que se desempefian. Mientras Diego proyecta estas
demostraciones a la ensefianza de la densidad de los nimeros racionales en los nimeros reales y
establece como fundamentos para demostrar los conocimientos ya adquirido por sus estudiantes,
Arturo restringe la entrega de informacion sobre los valores de verdad de las proposiciones
involucradas en la demostracion pues sus estudiantes no cuentan con los conocimientos necesarios
sobre ldgica proposicional. Estas adaptaciones son consideradas como parte del KMT de los
profesores y como factores que destacan el caracter especializado de su conocimiento.

Adicionalmente, hay coincidencias en el uso de la demostracion como mecanismo formal para
justificar o validar afirmaciones, lo cual concuerda con lo reportado en otras investigaciones (e.g.,
Knuth, 2002). Consideramos que la formacion de posgrado en matemaética que cada uno de los
profesores ha recibido puede condicionar la forma en que aparece la demostracion en sus clases. En
este punto, vale la pena resaltar que también se identificé el conocimiento de los profesores de los
roles de explicacion y comunicacion de resultados matematicos. En ambos casos, los profesores
utilizan la demostracion en su rol de explicacién para los conceptos que estadn ensefiando: la
inyectividad de una funcion o la irracionalidad de un nimero. Sin embargo, la restriccion de la
demostracién a su rol de comunicacién es mas evidente en el caso del profesor de secundaria. Estas
diferencias se acompafian de un uso de la demostracion para soportar una estrategia de ensefianza y
para presentar ejemplos respectivamente. En este sentido, se observa que la demostracion se aborda
con una profundidad distinta en cada nivel.

De acuerdo con lo que se ha expuesto, los resultados del estudio permiten avanzar en la
comprension del conocimiento especializado del profesor de matematicas que orbita en torno a la
demostracion, ya sea como conocimiento matematico o como conocimiento sobre la ensefianza de
un tema particular. Asimismo, permiten identificar los roles que distintos profesores, en diferentes
niveles educativos asignan a la demostracion como parte de sus estrategias de ensefianza de las
matematicas. De aqui es que el estudio se propone como un aporte directo a las practicas docentes
que contemplan la inclusion de demostraciones en las clases de matematicas de modo que los
profesores reflexionen sobre como realizar dicha inclusién y cual es el sentido que se le asigna a la
demostracion.

Para finalizar, consideramos que esta investigacion se puede proyectar hacia el estudio de otras
relaciones entre los conocimientos identificados en el KPM respecto a la demostracion con otros
componentes del modelo MTSK, por ejemplo, con las caracteristicas del aprendizaje de la
demostraciéon o con las conexiones interconceptuales que se realizan con otros conceptos
matematicos durante la practica de demostrar, todo esto, en busqueda de comprender y reflexionar
sobre el quehacer del profesor. A su vez, debido a que el conocimiento del profesor se ve
influenciado por sus creencias sobre las matematicas, su ensefianza y su aprendizaje, se podria
explorar cuéles son estas creencias del profesor y de qué manera se relacionan estas con el
desarrollo de demostraciones durante la ensefianza de las matematicas.
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