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Resumen

Analizamos las respuestas de un grupo de estudiantes de cuarto de primaria (9 a 10 afios) al
resolver una tarea que involucra la funcién f(x)=2x. Presentamos el andlisis de las discusiones
entre los estudiantes y el investigador-docente que tienen lugar durante dos sesiones de clases en el
marco de un experimento de ensefianza. En los resultados se aprecia como la justificacion ayudd a
expresar de modos més sofisticados la generalizacion de las relaciones funcionales identificadas.
Concretamente el intercambio de ideas ayudo a que la expresion de las generalizaciones fuera
cada vez més precisa, involucrara diversos elementos matemaéticos y se refiriera a cantidades
indeterminadas para expresar la relacion entre las variables.
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Abstract

We analyze the responses of a group of fourth-grade students (9 to 10 years old) when solving a
task that involves the function f(x)=2x. We present the analysis of the discussions between the
students and the researcher-teacher that took place during two sessions within a classroom
teaching experiment. The results show how justifications helped to express the generalization of the
identified functional relationships in more advanced ways. The exchange of ideas specifically
helped to make the expression of generalizations more precise, to include various mathematical
elements and to refer to undetermined quantities to express the relationship between the variables.
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INTRODUCCION

Adoptando lo propuesto por Radford (2018), consideramos que el pensamiento algebraico se
caracteriza por referir a cantidades indeterminadas (incdgnitas, variables y los pardmetros) y
razonar de manera analitica con estas, recurriendo a modos idiosincraticos o especificos
evolucionados culturalmente para representar la indeterminacion y sus operaciones. EI manejo
analitico de los objetos indeterminados implica que, aunque no se conozcan las cantidades, se
utilizan como si fueran conocidas. EI modo de designar a lo indeterminado puede ser variado,
involucrando el simbolismo alfanumérico u otros simbolos: lenguaje natural, gestos, ritmos, entre
otros. Por otro lado, distinguimos cuatro practicas del pensamiento algebraico identificadas por
Blanton y colaboradores (Blanton, 2017): (a) generalizacion (b) representacion, (c) justificacion y
(d) razonamiento con generalizaciones.

En este marco, una linea de investigacion abierta que mencionan estudios previos es indagar en los
tipos de tareas que alientan a los estudiantes a analizar variedad de generalizaciones y
justificaciones que utilizan otros estudiantes (Lannin, 2005) e identificar tipos de apoyo curricular e
instructivo que ayuden a los maestros a crear un entorno de andamiaje para el desarrollo de
justificaciones sofisticadas. Nuestro proposito en este trabajo es analizar una propuesta de

Ayala-Altamirano, C. y Molina, M. (2019). Justificacion y expresion de la generalizacién de una relacién funcional por
estudiantes de cuarto de Primaria. En Editorl, Editor2 y Editor3 (Eds.), Investigacion en Educacion Matematica XXIII
(pp. inicial-final). Valladolid: SEIEM.



Ayala-Altamirano C. y Molina M.

ensefianza basada en practicas de justificacion llevadas a cabo al resolver tareas que involucran una
relacion funcional, asi describir como la discusion e intercambio de ideas entre los estudiantes
ayuda a expresar de modo algebraico la relacion entre cantidades que covarian. A su vez buscamos
extender al contexto funcional, los hallazgos de otras investigaciones las cuales sefialan que la
justificacion permite que la generalizacion tenga sentido, anima a los estudiantes a establecer
conjeturas para establecer generalizaciones y ayuda a desarrollar una generalizacion méas potente
(Ellis, 2007a).

Otras investigaciones informan sobre las estrategias de estudiantes de primaria al resolver
problemas de generalizacion de patrones o relaciones funcionales. Por ejemplo, Callejo, Garcia-
Reche y Ferndndez (2016) y Pinto, Cafiadas, Moreno y Castro (2016) en sus estudios analizan las
respuestas escritas de estudiantes al expresar la generalizacion. En esta comunicacién, buscamos
complementar dichos estudios al indagar sobre el proceso de generalizacion analizando las
discusiones en las que los estudiantes justifican sus respuestas escritas y, a su vez, describir el
efecto del intercambio de ideas en la expresion de la generalizacion.

MARCO CONCEPTUAL Y ANTECEDENTES

La generalizacién se puede entender como un proceso (generalizing) o como un producto
(generalization). El proceso implica: (a) identificar los elementos comunes en todos los casos, (b)
extender el razonamiento méas alla del rango en el que se origind y (c) derivar resultados mas
amplios de casos particulares (Ellis, 2007b; Strachota, Knuth y Blanton, 2018). De modo similar,
Radford, (2010) describe el proceso de generalizacién de patrones, no obstante, al derivar los
resultados mas alla del campo perceptual menciona que la generalizacion debe proporcionar una
expresion directa que permite obtener cualquier término de la secuencia. Ademas, él propone que la
generalizacion estd compuesta por capas, las cuéles adquieren mayor grado de sofisticacion en
relacion a los sistemas semidticos utilizados para razonar y expresar esa generalidad. La
generalizacion como producto es el resultado de dicho proceso. Las practicas de representacion,
justificacién y razonamiento, son algebraicas cuando se realizan al servicio de acciones con o sobre
generalizaciones.

Segln Chua (2017) la justificacion es un medio para determinar y explicar la verdad de una
conjetura o afirmacion. Sus roles son determinar la verdad para eliminar las propias dudas o
persuadir a otros que la conjetura es verdad. Los tipos de argumentos de los estudiantes dependen
de sus habilidades y de la naturaleza de las tareas.

Diversas investigaciones se han centrado en el estudio de las justificaciones y argumentos de los
estudiantes en contextos matematicos. En primaria, en el marco de la aritmética generalizada,
Schifter (2009) concluye que es necesario hacer comprender a los estudiantes de primaria que no se
justifica con algunos casos particulares. Ademas, nota que cuando los estudiantes sefialan en los
casos particulares que eso sucede con “cualquier nimero” esta puede ser una forma de expresar la
generalidad. Por otra parte, aflade que en este nivel las leyes de la aritmética no pueden ser la base
de la justificacion, pues estas leyes aln estan en cuestion para los estudiantes. La notacion variable
tampoco suele ser un medio para expresar la generalidad. Esta autora evidencia como los
estudiantes usan representaciones visuales para justificar afirmaciones generales.

Otros trabajos establecen niveles de justificaciones al analizar las respuestas de estudiantes al
evaluar argumentos matematicos, crear los propios, demostrar y discutir la naturaleza de las
justificaciones (Knuth, Choppin y Bieda, 2009; Lannin, 2005). Blanton (2017) sefiala que, en los
estudios llevados a cabo con estudiantes de primaria en el contexto funcional, es frecuente que al
justificar recurran a casos empiricos. De modo similar, Lannin (2005) concluye que los estudiantes
de sexto grado, al realizar tareas de generalizacion de situaciones numéricas, tienden a usar
justificaciones empiricas o ejemplos genéricos.
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En el contexto espafiol y centrandose en educacion secundaria, Chico (2018) analiza el impacto de
la interaccion en grupos en la produccion de discursos matematicos. Analiza las discusiones de los
estudiantes al resolver un problema de patrones algebraicos, considerando los elementos
matematicos involucrados y las acciones de los estudiantes (iniciar, compartir, solicitar y rechazar).
Concluye que ciertas formas de interaccion influyen en el desarrollo de la lengua del algebra y el
discurso matemaético, evidenciando su efecto sobre el pensamiento algebraico en procesos de
generalizacion.

OBJETIVOS

El objetivo de esta comunicacion es evidenciar cdmo una propuesta de ensefianza basada en la
accion de justificar ideas ayudo a que estudiantes de cuarto de primaria expresaran de un modo mas
sofisticado la generalizacion en tareas que involucran una relacion funcional.

METODO

Esta investigacion forma parte de un proyecto mas amplio, que sigue la metodologia de un
experimento de ensefianza (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011), cuyo objetivo es indagar en las
capacidades algebraicas de estudiantes de primaria al participar en situaciones que involucran
relaciones funcionales. Es de tipo cualitativa, tiene carécter exploratorio y descriptivo.

La muestra esta compuesta por 25 estudiantes que cursan cuarto de primaria (9 a 10 afios). El
colegio es un centro privado-concertado del sur de Espafia que atiende a una poblacion con un nivel
socio-economico muy bajo. Antes de efectuar las sesiones de trabajo, los estudiantes no habian
recibido instruccion sobre la generalizacion y expresion de ideas algebraicas. Para mantener el
anonimato de los estudiantes se les asigno un codigo especifico: Ej, coni=1... 25. En el caso de las
investigadoras, el codigo utilizado fue 1.

Recogida de datos

Durante el experimento de ensefianza se disefi6 e implementd un cuestionario individual inicial, dos
entrevistas clinicas semiestructuradas (una inicial y otra final), y cuatro sesiones de clases de una
duracién aproximada de 60 minutos.

En la implementacion de las sesiones de clases participd un grupo de investigadores los cuales
tenian distintos roles: investigador-docente, investigador-observador y técnico de camaras. Los
estudiantes mantuvieron la distribucién habitual de la sala de clases, sentandose en grupos de tres o
cuatros integrantes. Las sesiones estaban compuestas por distintos momentos: (a) Presentacion de la
situacién general por parte del investigador-docente, (b) trabajo individual o en pequefios grupos y
(c) discusiones generales en las que los estudiantes podian presentar sus ideas, interpelar a otro
estudiante para que diera explicaciones sobre algo o hacer una sugerencia para mejorar la respuesta
0 generalizacion propuesta.

Las fuentes de informacion en la recogida de datos son tres: (a) hojas de trabajo, (b) grabaciones de
video con camara fija ubicada al final de la sala de clases y (c) grabaciones con una cdmara movil
que capto el trabajo realizado por algunos estudiantes.

Las tareas trabajadas en las cuatro sesiones estan disefiadas considerando el modelo de
razonamiento inductivo de Cafiadas y Castro (2007). Este modelo estd compuesto por siete pasos
que permiten obtener una relacion general a partir del analisis de casos particulares, la deteccion de
elementos comunes entre ellos, la formulacion de una conjetura y su posterior comprobacion.

En las primeras tres sesiones las cuestiones planteadas en las hojas de trabajo refieren, en primer
lugar, a casos particulares no consecutivos, seguidamente a casos lejanos y, finalmente, a la
generalizacion de la relacion funcional. En las dos primeras sesiones las situaciones consideradas



Ayala-Altamirano C. y Molina M.

involucran las funciones f(x)=2x+1 y f(xX)=x+3. En las sesiones 3 y 4, objeto de analisis en este
trabajo, las tareas refieren a una misma situacion (ver figura 1) basada en la funcion f(x) = 2x.

Isabel esta preparando su fiesta de cumpleafios. Comienza organizando las mesas y las cajas de
sorpresas para sus invitados. Ella junta algunas mesas formando una fila y coloca las cajas en los
lados, tal como se muestra en la imagen.

Figura 1. Situacion-Contexto de las tareas de las sesiones 3y 4

En la sesion 3, la investigadora-docente presento la situacion mostrando imagenes de las mesas y
cajas de sorpresas, las que peg6 una a una en la pizarra hasta obtener la misma representacion que
se muestra en la figura 1. La primera fase del proceso de generalizacion (identificar elementos
comunes entre los casos particulares presentados) se realiz6 de forma grupal con todo el grupo clase
considerando cuatro casos particulares. Establecieron la relacion entre la cantidad de mesas y cajas
de sorpresas y registraron los casos en una tabla. Enseguida, en pequefios grupos, realizaron los dos
procesos de generalizacion restantes: trabajar con casos lejanos y generalizar. Completaron la tabla
que se muestra en la figura 2 y explicaron de modo general qué debian hacer para conocer la
cantidad de mesas y de cajas. La sesion finalizo con una discusion grupal en la que los estudiantes
compartieron sus respuestas a estas tareas.
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Figura 2. Tareas propuestas en el trabajo en pequefios grupos durante la sesion 3

En la sesion 4 se plantearon tres tareas dirigidas a que elaboraran argumentaciones de validacion, es
decir que se expresaran a favor o en contra de las ideas propuestas. En la primera tarea analizaron
casos sugeridos en una tabla y argumentaron si las relaciones eran verdaderas o falsas (ver figura 3).
En la segunda tarea, cada estudiante escribié un mensaje explicando cdmo conocer la cantidad de
cajas en dos supuestos: cuando la cantidad de mesas era mil y cuando era una cantidad desconocida
representada por la letra “Q”. Esta actividad se llevo a cabo durante una discusién grupal; por
turnos cada estudiante expresé su explicacion y luego otro estudiante sefiald si estaba de acuerdo o
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no con esta. En la tercera tarea volvieron a analizar sentencias y argumentar si eran verdaderas o
falsas; en esta ocasion algunas de las sentencias involucraban el uso de letras (ver figura 4).

Thant e : E— 1. La cantidad de mesas es el doble que la cantidad
’ M;]d g de cajas.
roo0 Mk 2. Cuando Isabel utiliza 11 mesas necesita 21 cajas.
s s | Tl 3. Cuando Isabel utiliza 4 mesas necesita 2x4 cajas.
10:2 10 e 5. Cuando Isabel utiliza Z mesas necesita 2xZ
Figura 3. Ejemplos de tarea 1 sesion 4 Figura 4. Ejemplos de tarea 3 sesion 4

Analisis de datos

Se analizaron las videograbaciones y sus respectivas transcripciones. La unidad de analisis
considerada en esta comunicacion son las discusiones grupales. Caracterizamos las respuestas de
los estudiantes segun su grado de sofisticacion atendiendo a la relacion entre los siguientes puntos:
(a) si se refieren a lo indeterminado, (b) lo nombran de manera explicita y (c) si explican la relacion
matematica entre las variables. En este ultimo punto, consideramos los elementos matematicos que
mencionan: el conteo, la adicion, la multiplicacion, entre otros. EI modo de expresar la generalidad
en su mayoria fue verbal, sin embargo, en los casos que tuvimos evidencias del uso de otros
sistemas semioticos, por ejemplo, gestos o simbolos alfanuméricos, estos fueron sefialados.

En la tabla 1, mostramos tres ejemplos organizados desde mayor a menor grado de sofisticacion.
Eos ¥ E17 aluden a la suma, no obstante, la respuesta de Eog €s més sofisticada pues se refiere a las
variables de forma explicita e indeterminada. Eqs relaciona las variables por medio de la
multiplicacién, por lo que podria considerarse que es una respuesta mas sofisticada que la de Egg,
ademas ambos mencionan las variables explicitamente, sin embargo, Egz utiliza casos numéricos
particulares y no se refiere a las variables de modo general o indeterminado, tal como lo hace Eggs.

Tabla 1. Ejemplos de caracterizacion de respuestas

Respuesta Variables Relacion Expresién de la
mencionadas matematica indeterminacion

Eos: YO he puesto seis, porque si las cajas Cajas Sumando de dosen Las mesas que

tengo que llevarlo a las mesas que sea, pues Mesas dos. sean.

es sumando de dos en dos.

Eos: Que seis por dos, seis, por seis mesas, Cajas Seis por dos son Implicita.

y dos por dos cajas, entonces seis por dos Mesas doce.

son doce.

E.7: Sumando. 2000 Implicitas. Sumando. Implicita.

RESULTADOS

Presentamos los resultados derivados del analisis de las discusiones grupales sobre las respuestas
obtenidas en cada una de las tres fases del proceso de generalizacion.

Identificar los elementos comunes en todos los casos

En la discusion inicial de la sesion 3, la clase discute sobre cuantas mesas hay cuando se utilizan 16
cajas. Dos estudiantes sefialan que hay diez mesas, otro siete y tres dicen que hay ocho mesas. No
obstante, al preguntarles como podrian comprobar sus respuestas o no daban argumentos o eran
muy generales. Por ejemplo, Eq, explica por qué cree que son ocho como sigue: “Porque he sumado
las cajas y las mesas”. La discusion sobre este caso termina cuando el estudiante Ej3 al explicar
porque hay ocho mesas basa su justificacién en el conteo y usa gestos para representar con sus
dedos las mesas. Fl sefiala: “Aqui tenemos seis. Si empiezas desde el principio te sale ocho. [Cuenta
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de dos en dos y utiliza los dedos para llevar la cuenta] Dos, cuatro, seis, ocho, diez, doce, catorce y
dieciséis. Te sale ocho [muestra ocho dedos]” (Ver figura 5).

00:10:42

Figura 5. Estudiante E;5 realizando el conteo sobre el que basa su justificacion

Cuando la investigadora-docente pregunta a la clase si estan de acuerdo con esa respuesta, sefialan
que si y completan la tabla con el nimero ocho. El siguiente caso fue “tengo dos mesas ¢cuantas
cajas necesito?”. El estudiante E;g siguiendo con el argumento dado anteriormente sefala “cuatro,
porque he contado dos, cuatro”. Cuando se les pregunta por el nimero de mesas cuando hay doce
cajas, el estudiante Egg generaliza la relacion entre la cantidad de mesas y cajas, propone una
justificacion que se basa en las acciones antes realizadas, interpreta el conteo como la suma de dos
en dos y refiere a la indeterminacion como “las mesas que sean”. El dice: “Yo he puesto seis,
porque si las cajas tengo que llevarlo a las mesas que sea, pues es sumando de dos en dos”.

Luego de la intervencion de Egs, los argumentos mencionan otros elementos matematicos. El
estudiante E,3 dice que hay seis mesas porque doce es el doble de seis. El estudiante E;7 sefiala que
ha multiplicado las dos cajas por seis, el estudiante E»; dice: “es como la mitad. La mitad de doce es
seis. Entonces seis més seis son doce” y el estudiante Eg3 senala: “Que seis por dos, seis, por seis
mesas, y dos por dos cajas, entonces seis por dos son doce”. Este ultimo estudiante no solo explicita
la relacion matematica entre las variables, también explicita el nombre de cada una de ellas.

Extender el razonamiento mas alla del rango en el que se origino

La sesion continud con el trabajo en pequefios grupos en la tarea que se muestra en la figura 2. Tras
el trabajo escrito vuelven a compartir sus respuestas en una discusion grupal. En esta oportunidad
los argumentos sefialados en la primera parte de la sesion se vuelven a repetir. Algunos estudiantes
responden y argumentan de forma correcta, otros responden correctamente, pero en sus argumentos
utilizan la relacion matematica incorrectamente. Por ejemplo, al preguntar ;Cuadntas mesas hay
cuando se utilizan dos cajas? Se produce el siguiente didlogo:

EO04: Uno, porque el doble de dos me da uno.

I: ¢El doble de dos es uno?

E03: No

I: ¢por qué no E03?

E03: Ella ha dicho el doble de dos, que es cuatro.

I: ¢Y cOmo seria entonces?
E03: Serfa la mitad. La mitad de dos.

La posibilidad de expresar sus argumentos y discutirlos con otros permite clarificar el uso de
algunos conceptos matematicos y que sean los mismos estudiantes quienes identifiquen los errores.
Sucede algo similar en el dialogo entre Eog Yy E; al explicar cuantas mesas utilizaron cuando tenian
44 cajas.

Eos: Que yo lo hice multiplicando cuarenta y cuatro y me dio veintidos.

I: ¢Y por cuanto multiplicé?

Eos: Por dos.

Eor: Eqg 10 que tu hiciste es la mitad. No multiplicando. Porgue si lo hubieras multiplicado te

hubiera salido ochenta y ocho.
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Derivar resultados mas amplios de casos particulares.

Al final de la sesiobn 3 la discusion se centrd en los casos que involucraban cantidades
indeterminadas. A continuacion, se muestra el dialogo entre la investigadora-docente y unos
estudiantes.

I: Cuéndo calculamos los quinientos millones o cualquier nimero de mesas, ¢qué tenemos que
hacer para saber el nimero de cajas? ¢Alguien me puede explicar eso? Yo le puedo decir
cualquiera de estos nimeros, el que sea. ¢Qué teniamos que hacer para encontrar el nimero de
cajas cuando me dan el nimero que sea de mesas?

Eoq: El doble de quinientos mil

En esta intervencion el estudiante Eo,, aunque se le pregunta por una cantidad indeterminada, basa
su respuesta en un caso particular. De igual modo responde el estudiante E,.

E Que yo hice... como mira si cuarenta el nimero de cajas y veinte el nimero de mesas, pues yo
he hecho, he pensando que veinte mas veinte son cuarenta y lo he sumado”.

Estos argumentos no logran capturar y expresar lo indeterminado. Los estudiantes explican la
relacion matematica, pero a partir de casos particulares. Al comparar estos argumentos, el
estudiante Eq, no nombra de manera explicita las variables involucradas en la situacién, mientras
que el estudiante Ej4 si las nombra, al referirse al numero de mesas, al numero de cajas y la
operacion matematica que las relaciona. En este sentido, aunque ambos son argumentos basados en
casos empiricos, el del estudiante E;4 es mas sofisticado al mencionar explicitamente las variables.

A continuacion, se muestra el didlogo entre el estudiante E»; y la investigadora-docente, quien le
realiza preguntas que buscan lograr mayor precision en los argumentos del estudiante y generar
oportunidades para que éste se exprese de modo general.

(N ¢ Como saber el nimero de mesas si me dicen el nimero de cajas? El que sea, cualquiera.

2. Ez: que el numero de cajas de, por ejemplo, hay quinientos millones de mesas, no pues siempre
tiene que haber mas cajas que mesas.

3. L Pero si te dicen el nimero de cajas, ¢qué haces rapidamente para saber el nimero de mesas?

4. Ey: Pues... la mitad. Pensando la mitad del nimero de cajas.

5 I Cuando sabes el nimero de mesas, para saber el nimero de cajas, ¢qué haces?

6. E,;: Multiplicando.

7

8

9

I: ;cuanto?
E,;: Por dos
K $qué cosa?
10. E;;: Quinientos millones por dos. Serian diez millones.
11. I Entonces, cuando sabes el nimero de mesas, para saber el nimero de cajas, ¢qué haces?
12. Ey:  Pues multiplicar.
13. I ¢Cuéndo sabes el numero de mesas para saber el nimero de cajas qué haces?

14. E;;: Multiplico por 2 que son las cajas que hay en cada mesa.

Los argumentos dados por el estudiante E,; se refieren a las variables de modo indeterminado.
Aungue en dos momentos (lineas 2 y 10) intenta dar una explicacion refiriéndose a una cantidad en
particular, no continta dicha argumentacion y expresa de dos modos distintos la relacion entre las
mesas y las cajas. Primero establece una relacion cualitativa (linea 2) y luego menciona las
operaciones que permiten calcular cualquier nimero de mesas o0 nimero de cajas (lineas 4 y 14).

En sesion 4, en la segunda tarea los estudiantes debian escribir un mensaje explicando cémo
determinar el nimero de cajas sabiendo la cantidad de mesas. En la figura 6 se muestran las
respuestas de los estudiantes E;s y Ej7al primer caso considerado mil mesas.
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Figura 6. Respuestas estudiantes E;s y E;7, tarea 2, sesion 4

En el siguiente dialogo la estudiante E;s llega a plantear de modo general su estrategia a partir de la
validacion de la respuesta de E;; y el contraste de ideas.

Eiz: Yo he sumado mil mas mil y me ha dado dos mil.

I: ¢Y en tu cartel dice eso? Dice solo sumando.

Eiz: Que sumé mil mas mil.

l: Eis ¢qué opinas de ese mensaje?

Eis: Que yo lo he hecho igual que ella.

I: Muestra el tuyo. Dice sumando.

Eis: Porque si suma el mismo nimero con el mismo niimero te sale la cantidad de cajas.

En el didlogo las estudiantes discuten sobre la validez del mensaje que dice solo “sumando”. Eis
valida esta expresion y la complementa verbalizando el calculo que se deberia realizar. Al final Eis
recurre a cantidades indeterminas y expresa de modo general el célculo, se refiere al nimero de
mesas con la frase “el mismo nimero” y se refiere explicitamente a la otra variable (cantidad de
cajas).

En el siguiente caso la cantidad indeterminada se representa por la letra “Q”. La investigadora-
docente sefiala que “Q” representa un nimero que no conocen, que podria ser cualquiera. La
primera reaccion de los estudiantes fue preguntar qué significaba eso y relacionaron la letra con los
nimeros quince o cuarenta. La estudiante Eq; acepta que la letra podria ser un nimero, establece la
relacion de manera indeterminada, no obstante, deja implicitas las variables. Luego valida su
respuesta al utilizar un caso empirico, al asignar un valor a la letra Q.

Eo:: Depende, porque si es de la letra no hay mesas, pero si es de nimero. Entonces es el doble del
namero.
I: ¢Si es de letra no hay mesas?
Eo:: Si no es de letra, es de cuarenta y hay 80 cajas.
l: ¢ Y como sabes que hay 80 cajas?
Eo:: Porque hay el doble.
DISCUSION

Los resultados nos permiten observar como los estudiantes fueron mejorando sus argumentos para
expresar la relacion entre las mesas y las cajas. EI conteo de dos en dos fue la primera herramienta
matematicas que les permitié explicar y comprobar sus respuestas, luego se volvié mas sofisticado
al referirse a las relaciones de doble o mitad, llegando a mencionar de manera explicita en sus
argumentos las variables involucradas en la relacion funcional. Esto evidencia como la interaccion
social permite que los estudiantes expresen de modo mas sofisticado la generalizacion. Al incluir en
las tareas procesos de justificacion y discusion de las respuestas, ampliamos al contexto funcional
hallazgos relacionados con los beneficios de la interaccion social (e.g. Chico, 2018).

Tambien mostramos que la transicion a estrategias o formas de expresar la generalizacion mas
sofisticadas depende de cada estudiante. Ellos reconocen la equivalencia entre sumar dos veces el
mismo numero o calcular el doble, pero mencionan el que mas se ajusta a sus habilidades de
calculo. Esto podria ser debido a que sus habilidades aritméticas estan en desarrollo, tal como lo
evidencid Schifter (2009) en el marco de la aritmética generalizada. Por ejemplo, las estudiantes E;s
y E17 en el proceso de derivar los resultados a casos mas amplios expresan la generalizacién a partir
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de la suma, a pesar que antes ya se habia verbalizado la multiplicacion. Esto se podria explicar con
lo que sefiald E;s cuando la investigadora-docente pregunta: “;Qué teniamos que hacer para
encontrar el nimero de cajas, cuando me dan el nimero que sea de mesas?”. E;s sefiala: “Depende
de como lo quieras hacer. Haciendo el doble, multiplicando, restando, sumando, como tu quieras,
pero siempre depende del que esté”. Aparentemente E;s valida la posibilidad de resolver de
multiples formas la situacion. Lo que coincide con Ej; al justificar su respuesta en la actividad que
se muestra en la figura 3. El dice que cuando hay 5 mesas es correcto decir que hay 5 + 5 cajas,
“porque el nimero de mesas es cinco Yy, cinco mas cinco son diez. Lo he comparado con el doble de
cinco que es diez”.

Por otro lado, se constata que los estudiantes de primaria recurren a justificaciones empiricas como
también se observa en otras investigaciones (e.g. Blanton, 2017). Segln Lannin (2005) el uso de
justificaciones empiricas se debe a la falta de conexion con el contexto, por lo que las preguntas que
pueda plantear el profesor son fundamentales para mejorar la justificacion y expresion de la
generalizacion, tal como sucedio en el dialogo entre E,; y la investigadora-docente, en la fase de
derivar los resultados mas amplios. Aqui la interaccion entre el docente y el estudiante permitié que
éste lograra ser més preciso al momento de justificar y expresar su generalizacion.

CONCLUSIONES

En esta comunicacion mostramos una propuesta de ensefianza en la que las operaciones aritméticas
se pueden interpretar como cambios. Observamos que las instancias de justificacién permitieron
que los estudiantes lograran generalizar la relacién de correspondencia entre las variables y referirse
a ella en términos de cantidades indeterminadas.

El reconocimiento de las ideas de otros ayud6 a los estudiantes tanto a adoptar estrategias de
resolucion mas sofisticadas como a verbalizar sus explicaciones de modo mas preciso. El primer
caso se ve reflejado, por ejemplo, en lo sucedido cuando los estudiantes buscaban elementos
comunes al inicio de la sesion 3. Considerando la idea de contar propuesta por el estudiante Ei3 y
las intervenciones de otros, el estudiante Eog logra plantear de forma general la relacion entre las
variables. Luego de su intervencion el conteo se expresd6 como sumar de dos en dos, multiplicar,
calcular el doble o la mitad. Un ejemplo para el segundo caso se observa cuando los estudiantes Eqq4
y Egg plantean la respuesta correcta verbalizando las relaciones que se habian discutido hasta el
momento (doble y multiplicar). Si bien esto era incorrecto, las intervenciones de los estudiantes Egs
y E»1 ayudaron a verbalizar la relacién correcta.

Por otro lado, el proponer casos particulares no consecutivos propicio que los estudiantes
establecieran la relacion de correspondencia. Esto contrasta con resultados previos (Carraher y
Schliemann, 2007) que muestran que cuando los estudiantes resuelven situaciones en las que los
casos son consecutivos, tienden a analizar los datos de manera recursiva, fijando su atencion en
cada una de las variables por separado y tienen mayor dificultad para identificar como estas
covarian.

Concluimos que a medida que participaron de las actividades y justificaron sus respuestas, los
estudiantes fueron mejorando tanto su capacidad de justificar como la de expresar la generalizacion
de modo mas sofisticado. Esto extiende y coincide con lo que plantean Knuth, Choppin y Bieda
(2009) quienes sefialan que la participacion en actividades que fomentan la justificacion logra
mejorar la capacidad de plantear la generalizacién. Al igual que Ellis (2007a), quien trabaj6 con
estudiantes de secundaria, al incluir el proceso de justificacion desde el inicio de la sesion de clases,
en vez de solo al final, la generalizacion fue cada vez mas sofisticada.
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