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Resumen

En este trabajo, el aprendizaje es considerado un proceso sociocultural que se explica a través de
la participacion en comunidades de practica (Lave y Wenger, 1991). Por este motivo, este estudio
tiene por objeto acercarnos a la comunidad de préactica de los matematicos profesionales, para asi
encontrar nuevas herramientas que permitan mejorar la ensefianza y el aprendizaje de las
matematicas. En concreto, aqui abordamos el estudio, desde la educacién matemaética, de las
practicas matematicas de conjeturar y probar de los matematicos profesionales. EI marco teérico
que adoptamos en esta investigacion es la dualidad “usar-crear” propuesta por Rasmussen,
Zandieh, King y Teppo (2005) para caracterizar lo que denominan actividad matematica en
progreso. Nuestros resultados muestran el valor epistémico de los ejemplos en ambas practicas.
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Abstract

In this paper, learning is considered a sociocultural process that is explained through the
participation in communities of practice (Lave y Wenger, 1991). For this reason, this study aims to
approach the community of practice of research mathematicians and thus finding new tools that
allow us to improve the teaching and learning of mathematics. Specifically, we tackle the study,
from mathematics education, of the mathematical practices of conjecturing and proving of research
mathematicians. The theoretical framework we adopt in this research is the duality “using-
creating” proposed by Rasmussen, Zandieh, King y Teppo (2005) to characterise what they call
advancing mathematical activity. Our results show the epistemic value of examples in both
practices.

Keywords: Conjecturing, proving, using, creating, research mathematicians.
INTRODUCCION

En educacion matematica, el interés por las practicas matematicas se ha incrementado notablemente
en los Gltimos afios. Este incremento se debe, por un lado, a la consideracion desde la filosofia de
las matematicas de que el conocimiento matematico no implica solo conocer definiciones,
teoremas, etc., sino también conocer los procesos seguidos para construir esas definiciones,
teoremas, etc. (Lakatos, 1976; Tymoczko, 1998). Por otro lado, este creciente interés también esta
motivado por las recientes sugerencias de naturaleza curricular que hacen explicita la inclusién de
estas practicas como contenido matematico escolar (National Council of Teachers of Mathematics,
2000; National Governors Association Center for Best Practices and Council of Chief State School
Officers, 2010; etc.). En este estudio, vamos a utilizar la expresion practica matematica para
referirnos a las actividades que desarrolla un investigador en matematicas cuando construye
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conocimiento matematico durante su investigacion. Concretamente, y principalmente por su
relevancia en el desarrollo del conocimiento matematico (Turrisi, 1997), aqui nos centramos en las
practicas matematicas de conjeturar y probar.

En esta investigacion, el aprendizaje de las practicas matematicas es considerado un proceso social
y cultural que se explica a través de la participacion periférica legitima de Lave y Wenger (1991).
Desde esta perspectiva sociocultural, se entiende que una persona aprende cuando participa en una
comunidad de practica determinada o, dicho de otro modo, cuando se involucra en las actividades
diarias propias de una profesion. En concreto, Lave y Wenger (1991) afirman que “la participacion
en la practica cultural en la que cualquier conocimiento existe es un principio epistemoldgico del
aprendizaje” (p. 98). En este sentido, y poniendo el foco en las practicas matemaéticas, consideramos
que los estudiantes (aprendices) deberian tener como ultimo objetivo poder participar en las
practicas clasicas de los matematicos profesionales (investigadores en matemaéticas) como estos
altimos lo hacen. En apoyo a esta tesis sobre el aprendizaje de las practicas matematicas, Weber y
Dawkins (2018) han afirmado recientemente que “existe relacion entre lo que los matematicos
profesionales hacen y cdmo se ensefian las matematicas” (p. 70). De hecho, también sostienen que
las practicas matematicas desarrolladas por los matematicos profesionales nos pueden dar
informacion sobre “lo que queremos que los estudiantes aprendan y cOmo se deberia disefiar la
ensefianza” (p.70). En esta linea, Weiss y Moore-Russo (2012) ponen de manifiesto lo paraddjico
que resulta que los profesores de matematicas, que trabajan con las matematicas cualquier dia de su
vida profesional, conozcan tan poco sobre la clase de trabajo que hacen los matemaéticos
profesionales. Estos autores también defienden que debe ser un reto en educacion matematica
ofrecer oportunidades a los alumnos para que participen en el pensamiento flexible caracteristico de
la practica de los matematicos profesionales. Otros autores que han realizado aportaciones en esta
linea son, por ejemplo, Burton (1998), Weber (2008), Weber, Inglis y Mejia-Ramos (2014),
Ouvrier-Buffet (2015), Fernandez-Ledn, Toscano-Barragan y Gavilan-lzquierdo (2017) y Martin-
Molina, Gonzéalez-Regafia y Gavilan-Izquierdo (2018).

Por todo lo anterior, abordamos a continuacién el estudio de algunos aspectos concretos de la
comunidad de practica de los matematicos profesionales, relacionando nuestros resultados con la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas. En concreto, el problema de investigacion que
abordamos es caracterizar desde la educacién matemética como los matematicos profesionales
desarrollan las practicas matematicas de conjeturar y probar.

ANTECEDENTES TEORICOS
Préacticas matematicas: conjeturar y probar

Con los términos conjeturar y probar hacemos referencia a las actividades que desarrollan los
matematicos profesionales (investigadores en matematicas) cuando construyen conjeturas y
demostraciones matematicas. Para nosotros, una conjetura es una afirmacion que puede ser
verdadera o falsa, que parece razonable pero “no ha sido justificada de forma convincente y ain no
se conocen ejemplos que la contradigan ni consecuencias de la misma que sean falsas” (Mason,
Burton y Stacey, 1982, p. 58). La definicién de demostracion matematica que adoptamos es la de
Weber y Mejia-Ramos (2011), que considera que una demostracion matematica es “cualquier
producto escrito socialmente aprobado que resulta de los intentos de los matematicos por justificar
que una conjetura es verdadera” (p. 331).

Desde la filosofia de las matematicas y la propia educacién matematica son muchos los motivos que
se han dado para justificar la importancia y estrecha relacion de las practicas matematicas de
conjeturar y probar. Por ejemplo, desde la filosofia de las matematicas, Peirce (Turrisi, 1997)
considera que estas dos practicas son esenciales para describir la investigacion cientifica y, en
consecuencia, el desarrollo del conocimiento matematico. En este sentido, Popper (1959) también
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sitla la préactica de conjeturar al mismo nivel que otras préacticas matematicas, como la de probar.
De hecho, este autor diferencia dos momentos principales en el método cientifico: el primero,
cuando se concibe una idea (conjeturar) y el segundo, cuando se estudia dicha idea desde el punto
de vista légico (deduccion). Por otro lado, en su conocida obra Pruebas y Refutaciones: la Légica
del Descubrimiento Matemético, Lakatos (1976) propone una dialéctica sobre las demostraciones
matematicas de ciertas conjeturas y sus refutaciones con contraejemplos. Segun Ernest (1998), la
filosofia de las matematicas de Lakatos diluye la separacion entre los contextos de descubrimiento y
justificacion, dando la misma relevancia a la génesis que a la justificacion del conocimiento y
considerando que ambos contextos se desarrollan conjuntamente.

Desde la educacion matematica, Polya (1954) también pone de manifiesto la intima relacion entre
las practicas matematicas de conjeturar y probar cuando justifica que, para un matematico
profesional, “las matematicas pueden parecerse a un acertijo” (p. 158). Para este autor, el
matematico profesional tiene que crear el enunciado de un teorema antes de probarlo y tiene que
pensar en los aspectos generales de la demostracion matematica antes de llevarla a cabo. Por otro
lado, Alibert y Thomas (1991) afirman que “la formulacion de conjeturas y el desarrollo de
demostraciones son dos aspectos fundamentales del trabajo de un matematico profesional” (p. 215),
destacando ademéas que, en primer lugar, se establecen las hipdtesis (fruto del proceso de
conjeturar) y que después surge la demostracion para convencerse a uno mismo y convencer a los
demaés. Para Boero y sus colaboradores (Boero, 2007; Boero, Garuti y Lemut, 2007), las practicas
de conjeturar y probar son dos practicas matematicas muy relacionadas y esenciales para la génesis
del conocimiento matematico. Estos autores hacen referencia a una “posible continuidad cognitiva
entre el proceso de produccion del enunciado de una conjetura y el proceso de prueba” (Boero et al.,
2007, p. 250), ya que ciertas actividades que se desarrollan para crear una conjetura pueden ayudar
al proceso que se sigue después para elaborar la demostracion de esa conjetura. Recientemente,
Rasmussen, Wawro y Zandieh (2015) han definido el término “teoremizar” (theoremizing en el
original) para considerar conjuntamente, en una unica préactica, a las practicas matematicas de
conjeturar y probar. En su estudio, estos autores caracterizan como algunos estudiantes
universitarios progresan matematicamente en esta practica.

Todas las justificaciones anteriores nos han llevado a estudiar conjuntamente estas dos practicas y a
realizar la investigacion que aqui presentamos.

Marco tedrico

En nuestra investigacion adoptamos el marco tedrico propuesto por Rasmussen, Zandieh, King y
Teppo (2005). Este marco propone la expresion actividad matemética en progreso (advancing
mathematical activity, en el original) como una alternativa a la clasica expresion pensamiento
matematico avanzado (Tall, 1991). Con esa nueva expresion los autores pretenden poner el foco en
las practicas matematicas (conjeturar, clasificar, definir, etc.) en lugar de en el contenido
matematico especifico (espacios vectoriales, poligonos, etc.). En concreto, se centran en las
actividades matematicas que promueven, de forma progresiva, razonamiento matematico
sofisticado y en como estas actividades se desarrollan, lo que entienden determina el aprendizaje.

Para caracterizar la actividad matematica en progreso y asi describir las practicas matematicas,
Rasmussen et al. (2005) consideran dos constructos tedricos: matematizacion horizontal y
matematizacion vertical (horizontal mathematizing y vertical mathematizing, en el original). En
concreto, estos autores consideran para su estudio una ligera modificacion de la definicion que
originalmente da Treffers (1987) a estos mismos constructos. Para Rasmussen et al. (2005), la
matematizacion horizontal hace referencia a aquellas actividades que se desarrollan para formular
una situacion problematica de tal manera que pueda abordarse matematicamente mas adelante.
Entre estas actividades se encontrarian experimentar, detectar patrones, clasificar u organizar.
Observemos que las actividades horizontales son principalmente de naturaleza informal. La
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matematizacion vertical por el contrario hace referencia a aquellas actividades que se apoyan sobre
las actividades horizontales con el objetivo de crear nuevas ideas o realidades matematicas. Entre
estas actividades se encontrarian razonar sobre estructuras abstractas, generalizar o formalizar.
Estos autores defienden que la matematizacion horizontal y la vertical no ocurren de forma aislada,
sino que pueden considerarse una dualidad que ayuda a describir la matematizacién, y a la que
denominan matematizacion progresiva. Por otro lado, también sostienen que las actividades
verticales suelen dar lugar a otras actividades de naturaleza horizontal, es decir, las actividades
verticales pueden ser el contexto en el que surjan nuevas actividades horizontales, que a su vez dan
lugar a otras actividades verticales, y asi sucesivamente, lo que supone la creacién de, como ellos lo
denominan, una cadena de matematizaciones progresivas.

En su investigacion, Rasmussen et al. (2005) utilizan la matematizacion horizontal y la vertical para
describir como ciertos estudiantes universitarios definen, representan a través de simbolos
(symbolizing, en el original) y construyen algoritmos (algorithmatizing, en el original),
caracterizando asi, como ellos lo denominan, su actividad matemaética en progreso. Después de
caracterizar estas tres practicas matematicas, estos autores advierten que cuando los estudiantes las
desarrollan, ya sea con actividades horizontales o verticales, estos “usan” y “crean”, es decir, ambas
acciones ocurren en el desarrollo de esas practicas. En concreto, Rasmussen et al. (2005) observan
una interaccién entre “usar” y “crear” en las tres practicas matematicas, interaccion en la que ambas
acciones juegan un papel diferente en la dimensidén horizontal (actividades horizontales) y la
dimension vertical (actividades verticales). Especificamente, ellos sefialan que, en la dimension
horizontal, los estudiantes crean (definiciones, algoritmos, etc.) “para expresar, apoyar, y comunicar
ideas que ya eran mas o menos familiares, ideas que estaban relacionadas con las concepciones
actuales ¢ informales de los estudiantes” (Rasmussen et al., 2005, p. 70); y los productos de esta
dimension se usan dentro de su situacion probleméatica de matematicas. Por otro lado, en la
dimension vertical, los estudiantes crean nuevas realidades matematicas y el uso de los productos
promueve movimientos “de lo particular a lo mas general y en algunos casos a lo mas formal”
(Rasmussen et al., 2005, pp. 70-71), haciendo que surjan nuevas realidades.

Utilizando este marco tedrico de Rasmussen et al. (2005), se caracterizaron en un trabajo previo
(Fernandez-Ledn et al., 2017) las diferentes actividades que un matematico profesional desarrollaba
cuando construia conjeturas y demostraciones durante su investigacion. En concreto, los eventos
relevantes que se encontraron en los datos relativos al matematico profesional y que informaban
sobre como este desarrollaba cada una de estas dos précticas se organizaron en categorias
atendiendo a la naturaleza de esos eventos. De este modo, cada categoria estaba relacionada con una
practica matematica concreta (conjeturar o probar) y ademés fue asociada a la dimension
(horizontal o vertical) de dicha practica, segun la naturaleza que tuviera esa categoria (para mas
informacion sobre esta clasificacion de actividades, ver Fernandez-Ledn et al., 2017).

El trabajo que aqui presentamos tiene como objetivo seguir avanzado en la caracterizacion de las
actividades que los matematicos profesionales desarrollan cuando conjeturan y hacen
demostraciones matematicas durante su investigacion. En concreto, vamos a utilizar las categorias
de actividades identificadas en Fernandez-Leon et al. (2017) para concretar la dualidad usar-crear
propuesta por Rasmussen et al. (2005) en el caso de las practicas matematicas de conjeturar y
probar desarrolladas por matematicos profesionales. De este modo, los objetivos especificos de este
trabajo formulados como preguntas de investigacion son: ¢cémo puede la dualidad usar-crear,
descrita en Rasmussen et al. (2005) para caracterizar las actividades horizontales y verticales de una
practica matematica, ayudar a caracterizar las practicas matematicas de conjeturar y probar de los
matematicos profesionales? ¢ Que implicaciones didacticas puede tener esta caracterizacion?
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METODOLOGIA

En trabajos previos (Fernandez-Leon et al., 2017; Toscano-Barragan, Fernandez-Ledn y Gavilan
Izquierdo, 2016), se identificaron, a través del estudio de un caso, diferentes categorias de
actividades que desarrolla un matematico profesional cuando conjetura y prueba durante su
investigacion. Las categorias que surgieron del analisis se clasificaron atendiendo, en primer lugar,
a la practica matematica (conjeturar o probar) y en segundo lugar al tipo de matematizacion segun
Rasmussen et al. (2005) (horizontal o vertical). De este modo, pudimos caracterizar las practicas
matematicas de conjeturar y probar de ese matematico. El sujeto considerado en esos trabajos
previos era un matematico profesional, que desarrollaba su investigacion en el campo del analisis
matematico, y al que entrevistamos en varias ocasiones. En concreto, los datos de esos trabajos
provenian de distintas fuentes: entrevistas, documentos de trabajo y articulos de investigacion.

En esta comunicacion utilizamos como datos las categorias de actividades identificadas en
Fernandez-Ledn et al. (2017) y los datos empiricos que ahi se usaron. En concreto, estas categorias
de actividades son las siguientes:

Conjeturar: Dimension horizontal

Detectar patrones, en esta categoria de actividades se incluyen experimentaciones con objetos
matematicos (cuadrado, numero, espacio vectorial, etc.) realizadas en relacién a una caracteristica o
propiedad observable. En concreto, se incluyen los razonamientos l6gicos y actividades informales
con objetos matematicos que dan lugar a la deteccién de un patron en un contexto matematico
concreto. La expresion objeto matematico hace referencia aqui a cualquier entidad que, aun no
pudiendo ser percibida por los sentidos, parece tener existencia independiente (Sfard, 2008).

Testar conjeturas, en esta categoria se incluye toda experimentacion con objetos matematicos
concretos que se realiza para verificar o rechazar una determinada conjetura.

Modificar enunciados de proposiciones, en esta categoria se incluyen aquellas experimentaciones
con las componentes (hip6tesis o conclusion) de una proposicion condicional (probada o no, es
decir, ya sea una proposicién probada o una conjetura) que suponen la modificacion de estas
componentes.

Conjeturar: Dimension vertical

Formalizar patrones, en esta categoria se incluyen las actividades de generalizacion y
formalizacidn de un patron observado cuando se experimenta con objetos matematicos en relacion a
una caracteristica o propiedad observable. En concreto, un patrén previamente observado es
generalizado para formular una conjetura.

Formalizar modificaciones de enunciados, esta categoria hace referencia a la formalizacién de las
modificaciones de las hipotesis o de la conclusion de una proposicion condicional (probada o no).
Hay que sefialar que esta formalizacion da lugar a una conjetura.

Probar: Dimensién horizontal

Detectar técnicas o herramientas dentro de demostraciones, en esta categoria se incluye el estudio
riguroso de las caracteristicas de otras demostraciones que estan relacionadas con la demostracion
que se quiere construir. Este riguroso estudio tiene por objeto detectar técnicas o herramientas en
esas demostraciones que puedan ajustarse bien a la nueva demostracion.

Detectar patrones en ejemplos, en esta categoria se incluyen las actividades de experimentacion,
con objetos matematicos concretos (numero, triangulo, espacio vectorial, espacio funcional, etc.)
que satisfacen las hipotesis de una conjetura, que tienen por objeto detectar patrones que puedan ser
extendidos al contexto general en el que esta formulada la conjetura a probar.
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Probar: Dimensién vertical

Seleccionar y aplicar métodos de demostracion, en esta categoria se incluyen las actividades de
seleccion y aplicacion de un método para desarrollar la demostracion: por contraposicion, por
induccion, por contradiccidn, etc.

Usar técnicas o herramientas de demostracion encontradas en otras demostraciones, esta categoria
hace referencia a la aplicacion y el uso de las técnicas o herramientas de demostracion encontradas
en otras demostraciones.

Aplicar resultados conocidos, esta categoria de actividades hace referencia a la aplicacion de
resultados conocidos (teoremas, proposiciones, corolarios, etc.) para construir cadenas de
implicaciones légicas que permitan desarrollar las demostraciones.

Formalizar experimentaciones con ejemplos, esta categoria incluye las actividades de extension y
formalizacién de los célculos y experimentaciones con objetos matematicos que satisfacen las
hipétesis de una conjetura.

Desarrollo del analisis

Para desarrollar el anélisis de los datos, se consideraron las categorias de actividades enumeradas
anteriormente con el objetivo de identificar qué se usa y qué se crea en las mismas. Este analisis fue
apoyado por los datos empiricos que aparecen en el trabajo de Fernandez-Ledn et al. (2017). A
continuacion mostramos, con un ejemplo, como se ha realizado el anélisis de los datos de esta
comunicacion. En particular, vamos a describir como se han identificado los diferentes “usos” (qué
se usa) que caracterizan la dimension horizontal de la préctica de conjeturar. Para ello, se
consideraron en primer lugar las diferentes categorias de actividades horizontales que se habian
identificado para caracterizar esta practica: Detectar patrones, Testar conjeturas y Modificar
enunciados de proposiciones. Observando las descripciones de estas categorias y los ejemplos de
las mismas que aparecian en ese estudio, pudimos concluir que las dos primeras categorias
informan del “uso” de objetos matematicos concretos para experimentar en distintos contextos y la
tercera categoria del “uso” de las componentes (hipOtesis o conclusién) de una proposicion
condicional (probada o no) cuando el matematico profesional estima que, por razones de diferente
naturaleza, esa proposicion debe ser modificada.

RESULTADOS

Como hemos sefialado anteriormente, en Rasmussen et al. (2005) se identificaron importantes
coincidencias, relativas a la dualidad usar-crear, entre las practicas matematicas de definir,
representar a través de simbolos y construir algoritmos. Estos autores argumentaron que ambas
acciones ocurren cuando estas tres practicas matematicas se desarrollan, aunque con un papel
diferente en cada dimension (horizontal y vertical). A continuacion mostramos el resultado de
analizar las categorias de actividades identificadas en Fernandez-Ledn et al. (2017), que describen
cémo un matematico profesional conjeturaba y probaba durante su investigacion, en base a la
dualidad usar-crear. Comenzamos mostrando los resultados de este estudio relativos a la practica de
conjeturar.

Conjeturar

Respecto a la practica de conjeturar, y siendo fieles a la descripcion de usar y crear dada por
Rasmussen et al. (2005), la matematizacion horizontal resulta cuando se usan, para experimentar,
objetos matematicos concretos o las componentes (hipdtesis o conclusion) de una proposicion
condicional ya existente. En particular, se usan objetos matematicos concretos para experimentar en
distintos contextos: cuando se detectan patrones o cuando se trata de comprobar si una conjetura es
cierta 0 no (testeo). Las componentes de una proposicion condicional se usan 0 manejan cuando el
matematico profesional duda de la idoneidad de las mismas, ya sea porque este piensa que cierta
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proposicion matematica ya demostrada se puede “mejorar” (debilitar hipdtesis, etc.) o porque cierta
conjetura o problema abierto es demasiado ambicioso y se debe restringir su alcance.
Consecuentemente, la matematizacion horizontal involucra la creacion de ejemplos con objetos
matematicos concretos o la creacién de nuevas hipdtesis o conclusiones (componentes de una
proposicion) para una nueva proposicion condicional, a partir de las componentes de una
proposicion condicional (probada o no) ya existente. En concreto, se crean ejemplos de objetos
matematicos que verifican una cierta propiedad observable (un patron) o ejemplos de objetos
matematicos que verifican una conjetura o que, aun verificando las hipotesis de dicha conjetura, no
verifican la propia conjetura, dando lugar estos ultimos a la creacion de contraejemplos.

A continuacion mostramos un protocolo de una situacién real de investigacion en la que nos vamos
a basar para ejemplificar la dualidad usar-crear que acabamos de describir. En concreto, este
protocolo es del investigador en matematicas cuyas practicas de conjeturar y probar fueron
caracterizadas en Ferndndez-Leon et al. (2017). En este caso, el investigador esta desarrollando
actividades horizontales de la practica de conjeturar y, especificamente, el protocolo que mostramos
aparece como ejemplo de la categoria de actividades Detectar patrones en Fernandez-Ledn et al.
(2017).

Ejemplo 2.1 - Anna: Nosotros consideramos la expresion analitica del médulo de convexidad de la
esfera, un espacio geodésico que no es lineal: (r,e) = 1 - (1/r) arccos ((cos r) / cos (/2)), y tratamos
de probar su monotonia con respecto a r a través de la primera derivada. Hicimos muchos céalculos
pero no pudimos obtener ninguna conclusion. También hicimos muchos experimentos con el
software Mathematica para ver si el médulo de convexidad de la esfera era monétono con respecto a
la variable r. Sin embargo, no pudimos establecer ninguna conclusion a partir de los célculos a
mano, que realmente era lo que necesitabamos para poder publicarlo. (p. 2045)

Si observamos el Ejemplo 2.1 de la cita anterior, se puede deducir que, cuando realiza los
experimentos con el software Mathematica, “usa” valores numéricos concretos (objetos
matematicos) entre 0 y 1 para la variable épsilon, por ejemplo £=1/2, ¢=1/4, etc., para representar,
para cada ¢ y con el software, la funcion (mddulo de convexidad de la esfera) con respecto a la otra
variable r. EI matematico profesional realiza estas representaciones porque quiere determinar la
monotonia que tiene el médulo de convexidad en cada caso (valor de épsilon concreto). Con todo
ello, durante esta actividad horizontal, se estan “creando” diferentes ejemplos (representaciones
graficas del moédulo de convexidad) de objetos matematicos concretos (los diferentes valores de
épsilon) que verifican la propiedad observable de hacer que 3(r,e) sea decreciente, para cada ¢ fijo,
es decir, cada una de esas representaciones es decreciente con respecto a la variable r.

Por otro lado, la componente vertical de esta practica matematica se caracteriza por la creacion de
nuevas conjeturas. Ademas, en esta dimension, se usan nuevas hipotesis o conclusiones
consideradas para una proposicion (probada o no) y ejemplos de objetos matematicos que verifican
una cierta propiedad observable (informando de un patrén). Vemos como el “uso” en esta
dimension se nutre directamente de la componente horizontal de esta practica.

Probar

En la practica de probar, la matematizacion horizontal resulta cuando se usan, para experimentar,
objetos matematicos. Concretamente, estos objetos matematicos verifican las hipotesis de la
afirmacion matematica que se quiere probar y serdn los que, en algunas ocasiones, permitan
detectar un patron o comportamiento particular en la experimentacion que ayude a elaborar la
demostracion matematica de esa afirmacion. En esta practica, la matematizacion horizontal tambien
resulta cuando se usan demostraciones matematicas de resultados o propiedades ya conocidos que,
de algun modo, estan relacionados con la afirmacion matematica que se quiere probar. El uso de
estas demostraciones tiene lugar cuando el matematico profesional quiere detectar técnicas de
demostracion o herramientas dentro de esas demostraciones que puedan adaptarse al contexto



Fernandez-Ledn, A. y Gavilan-lzquierdo, J. M.

matematico de su enunciado o guiar de algin modo la demostracion matematica que se quiere
construir. Por otro lado, la matematizacion horizontal involucra la creacion de ejemplos con objetos
matematicos concretos que verifican la afirmacion matematica cuya demostracion se quiere
construir. La dimension vertical de esta préctica se caracteriza por la creacion de la demostracion
matematica buscada. Por ultimo, observamos que en esta dimension se usan, por un lado, los
ejemplos encontrados en la dimension horizontal que sirven como apoyo (guia) a la hora construir
la nueva demostracion. Por otro lado, se usan resultados conocidos que permiten la creacion de
cadenas de implicaciones logicas en la demostracion. También se usan métodos de demostracion
conocidos (por contradiccion, induccién, etc.) y técnicas o herramientas de demostracion
encontradas en otras demostraciones en la dimension horizontal.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El trabajo previo de Ferndndez-Le6n et al. (2017) caracteriz6 las précticas matematicas de
conjeturar y probar de un matematico profesional utilizando el marco tedrico de Rasmussen et al.
(2005). En ambas précticas, se diferenciaron la dimension horizontal y la vertical. En este estudio
avanzamos en la caracterizacion de estas dos practicas a partir de la dualidad usar-crear también
propuesta por Rasmussen et al. (2005). De esta manera, esta comunicacién complementa los
trabajos de Rasmussen y colaboradores (Rasmussen et al., 2015; Rasmussen et al., 2005). En
concreto, el trabajo de Rasmussen et al. (2005), en el que se caracterizaban las practicas
matematicas de definir, representar a través de simbolos y crear algoritmos, se ve complementado
en tanto que aqui consideramos el estudio de otras practicas matematicas (conjeturar y probar)
respecto de su mismo marco tedrico. El trabajo de Rasmussen et al. (2015), en el que se analiza la
practica matematica de teoremizar, se ve también complementado porque esta comunicacion
avanza, desde otra perspectiva, en la caracterizacion de esta practica de teoremizar.

En nuestra investigacion consideramos que la practica de conjeturar es una practica matematica que
tiene la misma entidad que cualquier otra practica matematica. De hecho, al igual que ocurre con
practicas matematicas como definir o probar, esta practica se ha caracterizado no sélo a través de
actividades de naturaleza horizontal sino también con actividades de naturaleza vertical. Por este
hecho, no apoyamos la propuesta de Rasmussen et al. (2005), que considera que esta practica se
puede caracterizar por actividades puramente horizontales.

Nuestro trabajo profundiza en la propuesta de Weber et al. (2014) sobre la necesidad de que la
investigacion en educacion matematica ofrezca una buena comprensién sobre cdémo los
matematicos profesionales desarrollan determinadas practicas en su investigacién, acercandose asi
al conocimiento de la comunidad de practica (Lave y Wenger, 1991) de estos profesionales. El
conocimiento sobre esta comunidad de practica puede posibilitar una mejora de la ensefianza y el
aprendizaje de las practicas matematicas, cada vez mas presentes en los curriculos escolares a todos
los niveles, incluyendo el grado y el postgrado (Martin-Molina et al., 2018). En concreto, la
identificacion que hemos presentado de la dualidad usar-crear en las practicas de conjeturar y
probar puede ayudar a los profesores de matematicas a considerar qué actividades deben disefiar y
cémo deben desarrollarlas en el aula para involucrar a los estudiantes en la construccién de
conjeturas y demostraciones.

En Weber y Dawkins (2018), se introduce la expresion “Mathematical Practice can inform
Pedagogy (MPP) research” (p. 69) para hacer referencia a la investigacion cuyo foco es conocer
cémo las practicas matematicas pueden dar informacion sobre la didactica. Estos autores hacen
explicita la necesidad de buscar unos estandares sobre este tipo de investigacion que permitan
evaluar los estudios y las recomendaciones didacticas para el aula que se den en esta linea. También
hacen hincapié en que si los investigadores quieren hacer recomendaciones didacticas basandose en
afirmaciones sobre las préacticas matematicas, estas afirmaciones deberian reflejar de la forma mas
precisa posible como los matematicos desarrollan estas practicas cuando investigan. Por otro lado,
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ellos consideran que es crucial para este tipo de investigacion hacer una reflexion sobre los
objetivos didacticos que se establecen en este campo. En este sentido, esta comunicacion pone de
manifiesto un objetivo didactico sobre las practicas matematicas de conjeturar y probar en relacion
a los ejemplos. En concreto, las caracterizaciones de estas practicas dadas en Fernandez-Leon et al.
(2017) y en este trabajo destacan que los ejemplos pueden jugar papeles diferentes en estas
practicas, bien como elemento clave para la elaboracion de conjeturas o como un elemento
coadyuvante en la bdsqueda de argumentos generales (deducir del ejemplo un razonamiento
general) para la elaboracion de demostraciones. Incluso puede resaltarse su papel, en el
razonamiento inductivo (Turrisi, 1997), como un elemento que puede servir para justificar el grado
de confianza en las conjeturas. En este sentido, y en términos de Weber y Dawkins (2018), el
objetivo de alto nivel (meta-concepcion de la préactica matematica) que se deduce de nuestro
analisis es que los ejemplos juegan un papel relevante en estas dos practicas, lo que debe de estar
presente en la ensefianza y el aprendizaje de las mismas a cualquier nivel escolar.

En un futuro, la investigacion que estamos llevando a cabo puede complementarse estudiando a
otros matematicos profesionales. Matematicos profesionales que trabajen en el mismo campo de
investigacion que el matematico profesional cuyas practicas se han caracterizado en Fernandez-
Leon et al. (2017) (analisis funcional) permitirian confirmar y completar nuestros resultados e
investigadores en matematicas de otras areas (algebra, geometria, etc.) nos informarian del alcance
de nuestra investigacion, al tiempo que también permitirian completarla.
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